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Abstrak
Persamaan diferensial adalah persamaan yang melibatkan turunan dari suatu fungsi. Persamaan diferensial

dengan orde bilangan asli digunakan untuk penyelesaian permasalahan pada model matematika. Selain
bilangan asli, orde persamaan diferensial juga dapat berupa nilai fraksional sehingga disebut persamaan
diferensial fraksional. Pada penelitian ini penulis mencari aproksimasi solusi persamaan diferensial
fraksional logistik menggunakan Spectral Collocation Method dengan bantuan polinomial Laguerre yang
digeneralisasi, dimana metode ini merupakan metode yang cukup akurat dan efisien dalam mencari
aproksimasi solusi persamaan diferensial nonlinear. Keakuratan dari aproksimasi solusi persamaan
diferensial fraksional logistik melalui Spectral Collocation Method ditunjukan melalui perhitungan Mean
Absolute Percentage Error (MAPE) serta perbandingan grafik aproksimasi solusi terhadap solusi eksak
persamaan diferensial fraksional logistik melalui bantuan software Maple 15 dan Microsoft Excel.

Kata Kunci: Persamaan Diferensial Fraksional Logistik, Polinomial Laguerre yang digeneralisasi,
Spectral Collocation Method

Abstract

Differential equations are equations that involve the derivative of a function. Differential equations with
natural number orders are used to solve problems in mathematical models. In addition to natural numbers,
order differential equations can also be fractional values that called fractional differential equations. In
this study the authors solved the approximate solution for fractional logistic differential equation by using
the Spectral Collocation Method with the help of generalized Laguerre polynomials, where this method is
a fairly accurate and efficient method in solving nonlinear fractional differential equations. The accuracy
approximate solution of fractional logistic differential equation through the Spectral Collocation Method
is demonstrated through the calculation of the Mean Absolute Percentage Error (MAPE) as well as a
comparison of the graphic approximate solution approach to the exact solution of the fractional logistic
differential equation through the help of Maple 15 and Microsoft Excel software.

Keywords: Fractional Logistic Differential Equations, Generalized Laguerre Polynomials, Spectral
Collocation Method.

1. PENDAHULUAN Persamaan diferensial fraksioanl dapat dikaji

dengan berbagai macam fungsi sembarang dan
Matematika memiliki peran yang penting dalam  dengan penyelesaian menggunakan berbagai
menyelesaikan masalah kehidupan sehari-hari salah  metode.  Beberapa contoh metode dalam
satu cabang matematika yang memiliki peranan  menyelesaikan persamaan diferensial fraksional
sangat luas adalah kalkulus fraksional yaitu cabang  adalah Variation Iteration Method (VIM),
ilmu matematika yang menyelidiki sifat turunan  Transformasi Laplace, dan Spectral Collocation
dan integral dengan orde bilangan rasional. Secara  Method (SCM), sedangkan salah satu contoh fungsi
Khusus cabang ilmu ini melibatkan turunan yang dapat dikaji dalam penyelesaian persamaan
fraksional dan fungsi sembarang atau juga disebut  diferensial fraksional adalah fungsi logistik.
persamaan diferensial fraksional.
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Fungsi logistik yang didalamnya diterapkan
operator turunan fraksional disebut persamaan
diferensial ~ fraksional  logistik.  Persamaan
diferensial logistik merupakan salah satu model
matematika yang menggambarkan model poulasi
kontinu. Dari waktu ke waktu bentuk tiap model
dimodifikasi sehingga dapat menggambarkan
dengan lebih teliti dari keadaan sebenarnya
(Murray, 2011). Salah satu penerapan persamaan
logistik ada dalam ilmu kedokteran, vyaitu
persamaan logistik digunakan untuk meningkatkan
pertumbuhan tumor. Kegiatan ini dapat dianggap
sebagai ekstensi penggunaan persamaan diferensial
logistik dalam kerangka ekologi (Khader &
Babatin, 2013).

Salah satu peneliti di bidang fraksional yaitu Al-
Bar, pada tahun 2015 ia menyelesaikan aproksimasi
solusi persamaan diferensial fraksional logistik
dengan  menggunakan  matriks  operasional
Bernstein Polynomials. Pada tahun yang sama,

Algahtani  menyelesaikan aproksimasi  solusi
persamaan diferensial fraksional Klien-Gordon
dengan menggunakan Spectral  Collocation
Method.

Melihat penelitian sebelumnya pada tahun 2013,
Khader  menyelesaikan  aproksimasi  solusi
persamaan diferensial fraksional logitik dengan
menggunakan metode  Spectral Collocation

2. METODE PENELITIAN

Persamaan diferensial fraksional yang digunakan
dalam penelitian ini adalah persamaan diferensial
fraksional logistik
D%u(t) = pu(t)(l — u(t)),

>0 (D
dimana 0 < @ < 1, menyatakan order turunan
fraksionalnya.
Keterangan:
u(t) : banyaknya individu dalam populasi pada
waktu t.
p : laju pertumbuhan populasi maksimum.
Kondisi awal persamaan diferensial fraksional
logistik yaitu

t>0,p

u(0) =uy, uy>

0 (2)
dan solusi eksak persamaan diferensial
fraksional logistik untuk a = 1 adalah

u(t)

T up + (1 —ugp)ePt
Metode vyang digunakan untuk mencari
aproksimasi  solusi  persamaan  diferensial

Method. Menurut Khader (2013), Spectral
Collocation Method merupakan metode yang
efisien dan memiliki keakuratan yang tinggi untuk
menyelesaikan solusi numerik pada persamaan
diferensial nonlinear. Pada tahun 2011, Khader
memperkenalkan metode untuk mencari solusi
numerik yang efisien pada penyelesaian persamaan
fraksional  difusi  menggunakan  polinomial
Chebyshev bergeser. Adapun Xu, pada tahun 2002
menyelesaikan solusi spektral dari persamaan
diferensial  parsial nonlinear  menggunakan
polinomial Laguerre yang digeneralisasi.

Seperti  halnya Khader dalam menyelesaikan
persamaan diferensial fraksional logistik melalui
Spectral Collocation Method, penulis
menggunakan metode yang sama untuk
menyelesaikan aproksimasi solusi persamaan
diferensial fraksional logistik yang akan dikaji
dalam penelitian ini. Namun yang berbeda dalam
penelitian ini, penulis akan menghitung Mean
Absolute Percentage Error (MAPE) antara
aproksimasi solusi persamaan diferensial fraksional
logistik melalui Spectral Collocation Method
dengan solusi eksaknya. Hasil yang didapat akan
ditampilkan pada tabel beserta grafik solusinya
yang disajikan dengan bantuan software Maple 15
dan Microsoft Excel.

fraksional logistik dalam penelitian ini yaitu
Spectral Collocation Method (SCM) dengan
menggunakan  polinomial  Laguerre  yang
digeneralisasi.

Spectral Collocation Method dengan bantuan
polinomial Laguerre yang
digeneralisasi

Spectral Collocation Method berperan dalam
mencari  aproksimasi  solusi  persamaan
diferensial fraksional logistik melalui bantuan
polinomial Laguerre yang digeneralisasi Lﬂ’) (x).
Bentuk polinomial Laguerre yang digeneralisasi
dalam derajat n ditulis

_ (n +V) C ()i ﬁ
. 3) k=0 W) n+v : :
Jika x =0 maka L;,” (0) = ( n ) Polinomial
ortogonal pada

4)

ini  merupakan polinomial
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interval [0, o) dengan fungsi pembobot w(x),
w(x) =

1
r(1+v) X )
Hubungan keortogonalan polinomial Laguerre
yang digeneralisasi

Wy W)
F(1+v)fo xVe™ L’ (x)Ly,” (x)dx
:(n+v

V) mn (6)

Polinomial LS’)(x) diturunkan terhadap x,
didapat

DRL(”)(x) = (DO ), &
=0,1,2, .. (7
Beberapa fungsi u(x) pada L3[0,0) dapat
diekspansikan dalam polinomial Laguerre yang
digeneralisasi sebagai solusi pendekatannya
yaitu sebagai berikut

u(x)

= Z Cl'L(iV) (x)
i=0

dimana koefisien c; dinyatakan sebagai
ri+1) () )

ci :m i Ve ™ L (x)u(x)dx, i

=0,1,.. 9

dengan hanya memperhatikan (m + 1) suku

pertama dari polinomial Laguerre yang

digeneralisasi maka

U (X)

= Z cl-L(iV) (x).

i=0

Adapun untuk mencari turunan polinomial
Laguerre yang digeneralisasi dengan
mempertimbangkan turunan fraksional Caputo

D%C =0, C merupakan konstanta,
(11)

D%x™

0 ,untukn € N,n < [al;

mx"‘“, untukn € N,n > [a],

dimana [a] adalah bilangan bulat terkecil yang
lebih besar atau sama dengan «, ditunjukkan oleh

n
(—1)k (n + V) Xk
kKl \n—k
k=0
=0, untukn=01,..[a]—1,«a

>0 (13)

sehingga diperoleh turunan fraksional
polinomial Laguerre yang digeneralisasi adalah

sebagai berikut

DLy (x) = D®

DaLg’)(x) =0, n=01,..[a]l-1,a
> 0. (14)
Turunan fraksional dari u,, (x) yang ditunjukkan

pada (10) adalah
m
Z cl-LEV) (x)]

i=0

D*(up (x)) = D*

m

- Z ¢ D (1" ()). (15)
=0

Darl (14) didapat D*L{”(x) =0, untuki =

01,..[al—1,a > 0.

Sedangkan untuk [al, [a] +1,..,m dengan

mempertimbangkan (11) dan (12) pada (4) maka

didapat

: (_1)k ,
DULY (x) = D | » ——=—(; T V) ¥

K \i—k
k=0
®) (D ity
=0F(k+1—a)(i—k)xk ' (16)

Dengan menyubstitusikan (16) ke (15), maka
didapat
m
D®(u,, (x)) = Z ¢ 0% (L")
i=0
i

N (-D* »
zcl r(k+1—a)(l+v)xk

i=0
(10)
m i
= Ci(l +V) xk—a
'Ttk+1—a)\i—
i=0 k=0

m (_1)k . a
:Z 4 Cir(k+1—a)(;iz)xk

m i

— 2 2 CWL(Z)xk a’

(12) i=[a] k=[a]

dimana w dmyatakan sebagai

(a)
lk
(—1)* i+v
== 17
F(k+1—a)(l— ) a7)
maka turunan fraksional dari u,,(x) adalah
m i
D¥(Up (x)) = Z c wl(k)xk @,
i=[a] k=[a]
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Aproksimasi Solusi Persamaan Diferensial

Fraksional  Logistik melalui  Spectral
CoIIocation Method dengan m iterasi

Z Z c; W(a)tk v— (i cl-LEv)(t)> (1
=1 k= i=0

_ @
;clLl (t))

= 0. (19)
Dengan mengolokasikan (19) pada (m + 1 —
[a]) titik t,,p = 0,1,...,m — [a] maka
diperoleh
ZZCW“’“ - —p(Z cz-LE'”(tp))
i=1k= i;lo
(1 - Z ciL?’)(tp)>
i=0
=0 (20)

dimana w; k) ditunjukkan pada (17).

Selanjutnya, dengan kondisi awal (2) dan (10)
maka dapat ditulis

m
Z IARI())
i=0
= uO. (21)

Dari (20) dan (21) menunjukan suatu sistem
persamaan nonlinear, dimana terdapat (m + 1)
persamaan dengan parameter c¢; i = 0,1,..,m
Dengan memanggil perintah fsolve{[SPNL]}
pada software Maple 15 didapat nilai ¢; i =
0,1,..,m, sehingga diperoleh aproksimasi solusi
dari persamaan diferensial fraksional logistik
melalui Spectral Collocation Method yaitu

u(t) = oLl () + L) + - + el (1)
m

=2 al®® (22)
i=0

Aproksimasi Solusi Persamaan Diferensial
Fraksional  Logistik melalui  Spectral
Collocatlon Method dengan 4 iterasi

Z Z c w(a)tk v — (i cl-Lgv)(t)) (1
=1 k= i=0
_ z ciLE")(t))

i=0
= 0. (23)

Dengan mengolokasikan (22) pada 4 titik
» P = 0,1, ...,3 maka diperoleh

iz cw (a)t k=v _p <i cl-L(iv)(tp)> (1

i= 1 k= i=0
: 2 ciLE”)(tp)>

i=0
=0 (24)

dimana w dltunjukkan pada (17).

Selanjutnya, dengan kondisi awal (2) dan (10)

maka dapat ditulis
4

Z EAI()

i=0
= Uy. (25)
Dari (24) dan (25) menunjukan suatu sistem
persamaan nonlinear, dimana terdapat 5
persamaan dengan parameter c¢; i =0,1,..,4
Dengan memanggil perintah fsolve{[SPNL]}
pada software Maple 15 didapat nilai c; i =
0,1,..,4, sehingga diperoleh aproksimasi solusi
dari persamaan diferensial fraksional logistik
melalui Spectral Collocation Method yaitu
u(t) = oL (@) + ¢, L (@) + ¢, L8 (6)
+ 5L (1)
+ ¢, L) (26)
Aproksimasi Solusi Persamaan Diferensial

Fraksional  Logistik  melalui  Spectral
Collocatlon Method dengan 5 iterasi

chl (a)tk v _ (ZS“ ciLE”)(t)>

i=1k= i=0

5
(1 - Z ciLE")(t))

i=0

=0. (27)
Dengan mengolokasikan (4.9) pada 5 titik
tp,p = 0,1, ..., 4 maka diperoleh

5 i
(@), k-
2, D et

i=1k=1

5
—p (Z ciLEU)(tp)> (1

i=0

= (28)
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dimana Wi(,g) ditunjukkan pada (17).
Selanjutnya, dengan kondisi awal (2) dan (10)

maka dapat ditulis
4

Z IARI())

=0
= Up. (29)
Dari (28) dan (29) menunjukan suatu sistem
persamaan nonlinear, dimana terdapat 6

persamaan dengan parameter c; i =0,1,..,5.
Dengan memanggil perintah fsolve{[SPNL]}
pada software Maple 15 didapat nilai c¢; i =
0,1,..,5, sehingga diperoleh aproksimasi solusi
dari persamaan diferensial fraksional logistik
melalui Spectral Collocation Method yaitu

0.30 -

0.43 o

0.40
uft)

0.33 4

0.30 4

u(t)
= oL () + ¢, L () + L (0) + ;L7 ()
+ e, L (0) + csLP (1) (30)

Keakuratan Aproksimasi Solusi PDF Logistik
Melalui SCM  Terhadap Solusi
Eksaknya

Perhitungan numerik dapat
menggunakan software 15,

dicari dengan
dimana untuk

penelitian ini diberikan p = 0,5, uy = 0,25,
v = 0,dan t = [0, 2] pada iterasi 4 dan iterasi 5.
Keakuratan yang ditunjukkan oleh grafik melalui
bantuan software Maple 15 dapat dilihat pada
gambar berikut

>—A-..JU\-|;UJ|\:J

(=1

b2 0 S B ke

e
[
—

QL e e e eQe e

T
1

t

— T T T ]
1.3 2

Gambar 1. Grafik aproksimasi solusi PDF Logistik melalui Spectral Collocation Method pada
iterasim = 4, dengan p = 0,5, uy = 0,25, v =0,dan t = [0, 2]
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u(t)

T

=
[
-

R e QL QR Qe

Ll <= -

]
1.3 2

Gambar 2. Grafik aproksimasi solusi PDF Logistik melalui Spectral Collocation Method pada
iterasim = 5,dengan p = 0,5, uy = 0,25, v=0,dant = [0, 2]

Dari gambar 1 dan gambar 2 terlihat bahwa
grafik aproksimasi solusi berwarna coklat untuk

1 . . . .
a=s grafik aproksimasi solusi berwarna merah
2 . . . .
untuk a = > grafik aproksimasi solusi berwarna

3 . . .
orange untuk a=- dan grafik aproksimasi
solusi lainnya dengan unzﬁ mendekati

grafik berwarna hitam, dimana grafik berwarna
hitam adalah grafik aproksimasi solusi untuk

0.50
0.43
0.40
u{t)

0.35 4

0.30 4

a = 1. Oleh karena itu, barisan fungsi solusi
dengan (u,,) = (ﬁ) yang konvergen ke a = 1
maka barisan fungsi solusinya juga akan
konvergen ke fungsi solusi dengan a = 1.

Selain grafik aproksimasi solusi PDF Logistik,
adapun grafik perbandingan antara PDF Logistik
dengan iterasi 4 dan iterasi 5 terhadap solusi
eksak PDF Logistik yaitu sebagai berikut

= g=1lm=4
= m o yg=]lm=35
Solus Eksak

._.
in
ko

Gambar 3 Grafik perbandingan aproksimasi solusi PDF Logistik padam = 5 dan m = 4
pada a = 1 terhadap solusi eksaknya di interval t = [0, 2]
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Selain  dari  grafik, keakuratan
aproksimasi solusi PDF Logistik
melalui SCM dapat dilihat dari besar

kecilnya  penyimpangan terhadap

solusi eksaknya. Perhitungan ini dapat

dibantu  oleh  Mean  Absolute
Precentage Error (MAPE) vyang
ditunjukkan oleh

sampai 10 desimal, melalui Microsoft Excel
perhitungan MAPE dapat ditunjukkan pada tabel
1.

MAPE

N
100% |uA — Ug
= 31
N Z Ug B
1=

dimana data yang digunakan pada
penelitian ini ada 21, maka N = 21.
Dengan mengambil

Tabel 1 Absolut Eror dan nilai MAPE untuk m =4 danm =5

dengan N = 21
t Solusi Eksak lug — uplm=4 |lug — ug|m=s
(ug)
0,0 0,2500000000 0,0000000001 0,0000000001
0,1 0,2594916685 0,0005563531 0,0002673559
0,2 0,2692143495 0,0008926352 0,0003995960
0,3 0,2791639876 0,0010377819 0,0004230035
0,4 0,2893357559 0,0010196049 0,0003616699
0,5 0,2997240426 0,0008648067 0,0002375222
0,6 0,3103224420 0,0005989893 0,0000703530
0,7 0,3211237513 0,0002466570 0,0001221429
0,8 0,3321199731 0,0001687860 0,0003243258
0,9 0,3433023230 0,0006250429 0,0005225649
1,0 0,3546612444 0,0011009391 0,0007051823
1,1 0,3661864285 0,0015764428 0,0008623944
1,2 0,3778668415 0,0020326913 0,0009862445
1,3 0,3896907574 0,0024520246 0,0010705300
14 0,4016457981 0,0028180249 0,0011107236
15 0,4137189779 0,0031155616 0,0011038877
1,6 0,4258967557 0,0033308431 0,0010485839
1,7 0,4381650916 0,0034514736 0,0009447751
1,8 0,4505095079 0,0034665141 0,0007937260
1,9 0,4629151562 0,0033665494 0,0005978962
2,0 0,4753668864 0,0031437572 0,0003608306
MAPE 0,4358081119% 0,1559193031%

Dari tabel 1 dapat dilihat bahwa aproksimasi
solusi PDF Logistik melalui SCM dengan 4
iterasi memiliki penyimpangan
0,4358081119% terhadap solusi eksaknya,
sedangkan solusi PDF Logistik melalui SCM
dengan 5 iterasi memiliki penyimpangan
0,1559193031% terhadap solusi eksaknya.

5. KESIMPULAN

Solusi persamaan diferensial fraksional logistik
untuk 0 < @ <1 dimana a merupakan order
turunan fraksionalnya dapat diperoleh melalui
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Spectral Collocation Method dengan bantuan
polinomial Laguerre yang digeneralisasi.
Keakuratan solusi PDF Logistik melalui SCM
dapat dilihat dari perhitungan MAPE yang
nilainya sangat kecil. Jika banyak iterasi 4
menghasilkan nilai MAPE 0,4358081119% dan
jika banyak iterasi 5 menghasilkan nilai MAPE
0,1559193031%.
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